Chapitre 6 : Relations métriques et figures équivalentes

1. Définitions

Relations métriques :  Ce sont trois relations qui, en plus de la relation de
Pythagore, permettent de trouver des mesures
manquantes dans lesfridngles rectangles:

Il est possible de montrer que dans tout triangle rectangle, la hauteur relative a
I'hypoténuse détermine deux triangles semblables au triangle ABC, d'oti découlent les
trois relations métriques.

Soit le triangle ABC rectangle en C': ' _
Com hauteur relative

/ dIhypoténuse

B

Hauteur relative a I'hypotéfiuse (CH): Dans un triangle rectangle, c'est la hauteur
issue de l'angle droit.

Montrons que les trois triangles sont semblables :

LA =2 A Por véflexivite de la relm"f'\or\ d'igomé‘h;f,

LZACR g( AHC Par k\ﬂ;o-‘-l\ésa
AABC ~ A ActH Par AA (Pkro-.se..-l-',B

A

o AABCS"’ ACBH LB S8 Por réflexivite de la re.\m"ior\ disomedrie
LACh TLcHB Por hypothese

DABRC ~» ACRH Por AA

1 ~ ACBH.

e Par la transitivité de la relation de similitude, INAE

e Donc, AABC ~AACH ~ ACBH .



‘Moyenne propor‘ﬂonnellé : nombre obtenu en prenant la racine carrée du
produit de deux nombres.

Exemple : Tour 4 et 9 (o moyenn € ?ro?q¥'nonnelle ext (.
car &= V4.9
L = {3 e

Ainsi, dans une proportion, lorsque les 2 extrémes ou les 2 moyens ont la méme valeur,
cette valeur est dite moyenne proportionnelle.

Exemple : A w5 JS. 10® = 4.as
G as {6 = loe

Done 10 et Moy enne Propoc“omn&”ﬁ de 4 e+ s

de a =2t c.

|
|
|
|
EOI\ A que b est Moy enn ¢ ’Propor'(-;onr\e_llc
|
|
|
I
|
|

Soit le triangle rectangle suivant :

H A

st K\!Po—}enuse *Sronr\cl(. cothete =~

BC: Srmr\dc Cc\'\"\l’.‘\’e_ Syp.“dc ProJe.4.+-av\
(sommel commun)

AC: 1\>e,-\‘i*c. C.o:Hr\ a2te

A: hauteur celative o "’\\‘IPO'I'?:Y\MSe

determings

BH:projection sur [hyp de lo cothele ou_seament de I huypoténuse) |
3 + o %) T por ™
m:?rc:)\'e(_'}ion sur I L“-’P de [e cathete ou 4 : 2 hus e hawteur
A—E vel. o \"\-qp .



2. Les relations métriques

[Relation 1': Dans un triangle rectangle, la hauteur relative & I'hypoténuseest

q} moyenne proportionnelle entre les deux segments qu'elle détermine sur
I'hypoténuse.

gt A

—
P

m B f;m(,ﬂ"f

[Relation 2 i Dans un triangle rectangle, la mesure de chaque cathete est moyenne

proportionnelle entre la mesure de sa projection sur I'hypoténuse et
@ I'hypoténuse entiére.

Pour CB - Pow HC
C _—
weve M8 map 2 — =_m AB
Ce- s —_— —
co~ B SR m ALt m AC
prejection
B =

H A
T hypetenqsg ——

/Relation 3 " Dans un triangle rectangle, le produit des cathétes est égal au produit
@ de I'hypoténuse et de sa hauteur relative.




Démonstrations :

Relation 1: Dans un triangle rectangle, la hauteur relative & I'hypoténuse est moyenne
proportionnelle entre les deux segments qu'elle détermine sur

I'hypoténuse. |
Soit Ackt ~ACAH Voir p- |
¢ T = .
MCOH Bt Car doans les +no«r\3\~es
n A MmCit  Semblables ley cctes |
B A %amab&me:; sent prepor Femels
H !

(ma‘har mAR MBI Dans une prepertion (¢
produit des extremes gst

éac«l v Produl-} des meyens,

evmve

MCH = U AT © miH

Dene e hoauteur rvelebive & l'k\lPO‘}i'\MSC esd moyenne
prapov%«\onme,\\e, de mAH et " BH

Relation 2: Dans un friangle rectangle, la mesure de chaque cathéte est moyenne

proportionnelle entre la mesure de sa projection sur I'hypoténuse et
I'hypoténuse entiere.

Soit . .
c Pour BC %
ACBH ~ AARC  velr P |
B A MEE - M BH Car dens les '{'r{mr\ﬁlés
H =

— semblables les cetes

\Homalosv\ea son¥ prepor Honnclg

mg-caz W\‘K’é'mg“ﬁ' DRY\S wunt PIOPOV {"AOV\
le Proclm\Jr dey  extremes
esd égal o produ F des
mBC = \ﬁ“ AR ‘mB I Moy ens

Donc In  cathede B est Moy enne propertiennelle

CB{L M IAY—-E‘) e‘\”‘ nn E-;?’
T )

*\\l\') PM:}{C“ on




Relation 3 : Dans un triangle rectangle, le produit des cathetes est égal au produit
de I'hypoténuse et de sa hauteur relative.

Calculons |Cll|”€ du Tmangle rectangle ABC de deux fagons différentes :

———
BA

w
hauteur
hauteur
v
A G

base <— base
A~ m A mCH A= PG+ mBC
o o
Ainsi, par transitivité de la r‘ela'n%n d'égalite, ona:
mAB *mCt L AT mBC
& 3
Denc m AR m e = mAC cmBC

Exemples : Déterminer la mesure manquante dans chacun des triangles suivants.
Justifier les étapes de ta démarche. o

,,.y- Mg ——— . e S

N ———_
C (Idevx¥ Fle ce guce t+a
chcvchcx c.:lf ce que ta CG""\C«}Q‘.
A
CH — Dany un triangle red’w\ﬁl&, o hautewr
_MCH m b J ‘ . l
i & elo\%v@ Q l.L\YPO'&’EV‘\MSG QH' Mo\/ch‘r\e Prc‘:or%om’]df_
s iy ~ ) ‘
met entre ey deux ~se5me_nh qu elle  determine
_Z.<__ - o sur 1'k\‘Po*ém«s~c
X

e
i

Denc mCF = 1,75 W
:ﬁ: ! Ye)
Xz =oo ot x= \ @ 5

o "CJ'C-‘}ﬂY e T.1%



b) 49

dans wun 4v‘\cm5lc, Y&L+W\3'C« P c"\aa{tfsc c,o\H\é“h

Hi - 534
S
K= XM Ly, 1o
5a
c)
32
A

meyenne preper bionnelle entre se ProJ'echfm

\ ‘\\/Po’f’éhmgc &

Re<p m A

24

33 Trewve mw~ C1t

W\AE’YY\C?‘H:
Hox = 38-3¢
A= 3484

do
A= o1g a

Rép:

des carres

¥ L\YPQ‘FEV\MSC entiere

= 4,17 w

Car dang un +';°\ﬂ3|"— fe.(_Lc\nalc,, le cearve

de l'l\qpa*ér\usg est éaa\l o o somme

des cathites.

. Car dans un #r(o\v\alb Vec-}-c\maiel

le produit des cathetey est €3cd

AW Proc\u\i'\— de \‘L\\/Pojf'e‘nmsc et de sa

h ow\* Lwur

m ot =19, %o

relative |



3. La distance

entre deux points

La distance entre deux points A(xi, y1) et B(xs, y2) dans un plan cartésien, notée
d(A, B), est la longueur du segment AB. A partir de l'accroissement des abscisses
(Ax) et de l'accroissement des ordonnées (Ay) entre ces deux points, on utilise la
relation de Pythagore pour calculer d(A, B),

i

i Fodiuc ook,
]

{

dCA B =Y (xa - %)% 4(ya-y,y2

A

- o
m F = (k2= "4 (ya-y)*

Exemples :
L Déterminer le périmétre du triangle isocéle ci-dessous :
5 ‘)‘\ ! 1) ™M AC = Mb—(-:. car un +n mt\sle. ysecele
’v_lﬁ - . B )
&\ ,vP'CS,‘-‘) Poss&dc deux cetes
, x( ._l S Pt
o,y
B Srimedre .
QXMA = 5==-58 =10 anikes "() Périmetr
7 P = 10 + 3'7. o1
W/ a
3) dCAC) = (Xa*)(\):'+(33-3,)
P2 afk 14 wnites
dchA.c) = J—Ts—o)ﬂ (4--12

V 5o

5 Wl

|




2,

Trouver les coordonnées possibles du point A(x, 12), si la distance entre le

point A et |e point B est 10 unités et les coordonnées de B sont (-9, 4).
%k’q‘ﬂ (—C{~x) (°Ci‘x\
A 9% 2
gl *9x +9x +x

2
(42
d A\BB = \)'7(7(3 - Xv) a‘*'(.tj;""j\)n

LQ

1) -‘-‘i\\/ ('“‘71-)(\)2"'(.%“‘9) 1V)

(OO < \/\(’:-i‘_,,-\)i\}_ 3 + Q) _,.‘-/":."“7 \QI\ Y\;W)Q au C‘“V'(«_
_\o0 e
100 = gl 418X +xF +64 -loo
O = XQ +l<5)( '\'LI'S —_— F&L+07ij( ol FDYW\V\\(,
wadratique
o= (x + 3)(x +15) 9 9
X+¥1§ =0

=9 X+3 = 0O cta

X =~ 3 o X =-I§

RE’P © Les cecrdohnces \:oss\b\eg dun \:)o{rﬁ

A sent (-3 13) et (-15.,13)



4. Enoncés en géométrie

Thdoreme

Des droites sécantes, coupées par des paralléles, sont partagées en

Q) segments de longueurs proportionnelles. d¢ Thales
Démonstration :
S S2 Hypothése : _d. /1 da
SN %Sa
L E
U d, Montrer que :
d2 ihes %ML - ™M < = M —B‘mg
mDE  mDo  mEo

Montrer que ABOE ~ ACOD

ZEBO = ZDCO car, des angles correspondents formés por des
paralleles et une secanfe sont 1semdtrigues

ZBEO = Z/CDO car, des o\ng\ca gorve,spomdcmh feormés por des
poralleles of une s€cante  sont isometr ques

D'oll ABOE ~ ACOD car, deuy 4rim@c: m{o\r\* deux cmgﬁc,s komd@jmcs
if:»@lméf*”ﬁﬂﬁ.ﬁ sont Semblables

Alors

car, dens _les +r\'mgl¢.3 semblabley  les

cotes L‘\omalo§s«\c3 sont Prcpof“onnc)"a

car, dans une Progsorh'm oh P€M+ interverhir

\eS mo \’/ehj POM( 0b+€T\{T un-t, naMVC”ﬁ pyoPoyLl.cf\, .

Et
mBO _mCO mBO-mC0 mBC

=== —===—=——"-—=—=_ procédure additive des proportions
mEO  mDO  mEO-mDO mED
Donc
mBO _mCO _mBC
I?‘ZE—é m“D*O l?’lﬁ

P ar tTransi it de. la velation
"Eaniihd .
0 d Egoliié



Exemples :

1. Soit BE /| CD, trouver mDE et justifier.
A
5
6
E
B X

4 D

c

Justifications

m AB - wmBC Car des s€canted couptes par
C T e
r AE mE D de>s Pc\ro\“i‘t) sent qu"'qstts
en SCSMC.'\‘\' de |onjb\c_b\r.\ praPor-l-v'ormc”(,s

L - od

o ¥ = ‘45—
S X .,

(8
- TE

10



2. Soit di// d2// ds, trouver la valeur manquante.

S2

S1

Justifications

3003 eI S S0 L TS L SO S OB B A o oo

KRR ARG

~ BC TN . ¥ Des seccented ceupeed par de
E_]; M??C. Po.ra\\i\t) son-\ Pc\r“'aje"ts N
no <y
y 1l

—l X Scsme.n'\'S df- lonsuﬁum Pfopor"'\ onnelle
8 I

ot = W 13

il
%= . 358
m D = 11,38 .




Enoncé 2 : Toute droite sécante a deux cdtés d'un triangle et paralléle au troisiéme
coté forme des triangles semblables.

Si DE /#/ BC ,alorsA ADE ~A ABC

=)
™

Exemple :  Soit la figure ci-dessous ol les segments BD et CE sont paralléles.
Trouver la mesure du segment AC .
A

R IR A A RO AN R

A ABL ~ A ADE Car teute dreite s€cante & deux

cotés dun +r'\o\-\j|c. et Pcure.\\i\:. aw

Freisieme forme des +r§c\v\j\t3

sembla bles .

i B m BD Cor dans € +".°"‘3“3 semblables ler
A C _ _—— -t + + el

m AC s G E & Bt hoMo|03\Af_.\ sen properTiennely
= xx1\3 _s (x+G)( x+13) = 6-ao

A +6 ao K2 412x+6x +78 = lao

12



5. Propriétés des figures planes et des solides

A) Rappels

Isométries : Transformations qui conservent les distances entre deux figures.

Rotation _Reflexion, Translation

Similitudes : Transformation qui est le résultat d'une isométrie et d'une homothétie.

Par une similitude, I'une des figures est un agrandissement, une
réduction ou une reproduction exacte de l'autre.

Figures et solides isométriques : Des figures ou des solides sont isométriques si :

o |€s cedés  hemalogues  sont isomé-l-rn'?ue.s

e Jes anlas kamaloguet sont isome’.hic}ues

Figures et solides semblables : Des figures ou des solides sont semblables si :

o les cotes ‘nomaloﬁues sent ?roPor'};or\ncls

® les ans\ts knmmioﬁ ues Sor\‘\" Lseme. +r;c?uxts

Rapport de similitude (K) : RaPPor+ entre les mesures de Segmen+5

\rmmolojue.s de F'njuras ou_solides semblables

e K= mesure grand o K= mesure pehit
mesure homologue mesure h"'""'”j"‘“ j'c‘"d
peb ¥

e Lerapport entre les mesures d'angles homologues est _\ .
e  Des figures ou des solides dont le rapport de similitude est 1, sont dits
isemetr; quel

13



B) Figures équivalentes et solides &quivalents

Deux dimensions : Deux __{ qure sont équivalentes si elles ont

la__meme. aire

Rectangle ' . ‘| ' Triangle rectangle ' ©
4cm | Bem “aam
S 12 am 6 an
rectangle = D ¢ h Amangle = w Acarré = C2
= q‘l’ “ Acarré: cl
rectangle ) =\ a -
triangle A a
rectangle = 36 ('_N\a' e b = 18 s 10
Alriang!e = 3 { &5 (RN 2
Trois dimensions : Deux _solides sont équivalents s'ils ont le

.
nmeme. yolume

Pyramide a base carré

/1 Prisme droit"

Piéges et astuces

II ne faut pas _
comparer l'aire 5 cm
desfacesdedeux || ~ |  Jv. b 4 A g
solides pour
déterminer s'ils
sont equivalents . -
A, =128 cm?
L4se
Yeue = C° Vprisme = pase* N v Abase o h
3 pyramide = e —
chbe = 4 Vpris,ne = ‘ a u8 5 3

a
3 prramide == 8 < 3

—

chbe= 64 CJW\3 Vprisme= 64 Cim 3

64 ow;3

pyramide =

14



Exemples :

L'aire de la partie ombrée de I'hexagone régulier ci-contre est de 25

1.
cm®. Déterminer la mesure de la diagonale d'un carré équivalent a
cet hexagone.
' ’ | du ree -
‘)?o\{-\\c, ombréee = & L“-"C\ﬁoné 3) Dimensien ce
S Asc?
r‘v«mr».mw-.m ' a
i - /%"‘i V’a T ) 5 :\/C
° ak b = C
At - agmég q) ‘»«w;\("g Car dons un #ricmslt
3 ‘{’/‘“"‘; re.LJrcmﬂ\c, le cearve de
@l , - .
Ay-37,5 Ciry N a " I hy Fa%chu\m est ej"\l
ctEa b s o lan Somme des

2 "
Cewres des C’*HW%C':‘

¢l lsns +\3us

2) Ap = 3875 cm * car les

% wres éq wivalentes ont

c:—%|b(ﬂ (14N
la weme anve
M Rep: La d'taﬁonc\\c mesure 8 b b on
ow V75 om .

Sachant que le triangle et le trapeze sont équivalents, déterminer des mesures

2

entieres possibles pour chacune des bases du trapéze, si la base du triangle

mesure 7 cm et que la hauteur des deux polygones est la méme.
A Car e Fijuwe,s éc,u'\wdm"r&
AA: = ont la mome oure
bh o (B+b) -k
& .
Tl = (Brb) by .
L\:‘j—‘“ o hr RCP ; Bt G cm 'L* - e

’ b= @ tm

1: B b



3. Soit le cylindre ci-contre. Déterminer la mesure du rayon
d'une boule qui lui est équivalentes. c o
2 aY

l> Volume Cy hindre - %) Ro\)«ov\ boule:

3
Vs meth Ve oAme
2 T .3 -
\/ R | 3 vJ ‘—\'S ™ o= m%“:-l":i ”é‘
V= 45 Tom? 3 Rep:
3 La beule a wun
|35 4 = 4T r
a) \lbou\c = \/CY \";“C"'L G g4 B VO\\/ on d¢ 3)13 o |
| | b n e 37
Cav |e5 solides €qu<ﬂem3 \E%“(S W\F
ont le meme velume 3,83 =7r
4, Dans le cadre de son cours de sciences, Thomas doit transvider le contenu d'un

bocal cylindrique, qui est rempli a moitié, dans un autre bocal en forme de
prisme. Les deux bocaux sont équivalents. Déterminer la quantité de liquide,
en millilitres, contenue dans le bocal cylindrique.

‘> \/?v\;wsat V c,\/l'\v‘xc\r(; Car l"-% solides x dm
C‘,r; avedents ont e W\E""\C "~ ------
IQ‘{AMQ B idin 3dm
&> Trouve x ° !
Ao h = Tr2h j e
A5k = TP 9>c+t>
- aTX ~Q T X = i
|S X = @TX +7T L{) Velume du '/’A eyl
_fﬂ(ﬂifﬁ_zﬂl e T“I_fal\
15 -9w  1STOW 2
2
x = 0,36 dm V= | 113
&
5) hauwdewr du  cybindre V=4, 70177 dm b
h: aola‘o'l 5) Co,\\/{v};r
N 8ot dm - 3 70177L

don ¢ ® Tol, 77T ml|
0 Rep: 1y y & STTO) TT om)

dans 1€ koca)



